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Lu¨hikokkuvo˜te. Bakalaureuseto¨o¨s analu¨u¨sitakse Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja Niko-
dy´mi koonduvusteoreemi (ha¨sti tuntud) vahekorda (loenduvalt aditiivsete reaal-
va¨a¨rtustega mo˜o˜tude jaoks): na¨idatakse, et kummastki neist teoreemidest ja¨reldub
teine. Vitali–Hahn–Saksi teoreemile esitatakse to˜estus, mis toetub ja¨reldusele Baire’i
teoreemist, mille kohaselt punktiviisi koonduva funktsioonide jada jaoks ta¨ielikus meet-
rilises ruumis on olemas punkt, milles see jada on vo˜rdpidev. Ka nimetatud ja¨reldus
esitatakse koos to˜estusega.
CERCS teaduseriala: P140 Read, Fourier analu¨u¨s, funktsionaalanalu¨u¨s.
Ma¨rkso˜nad: Mo˜o˜duga ruum, Vitali–Hahn–Saksi teoreem, Nikody´mi koonduvusteo-
reem.




Abstract. In this bachelor’s thesis, the (known) relationship between the Vitali–Hahn–
Saks theorem and Nikody´m convergence theorem (for real valued countably additive
measures) is analysed: it is shown that each of these theorems implies the other. A
proof of the Vitali–Hahn–Saks theorem is presented that relies on the corollary from
Baire’s theorem according to which every pointwise convergent sequence of functions in
a complete metric space has a point of equicontinuity. This corollary is also presented
with a proof.
CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional analysis.
Key words: Measure space, Vitali–Hahn–Saks theorem, Nikody´m convergence theo-
rem.
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Sissejuhatus
Vitali–Hahn–Saksi teoreemil ja Nikody´mi koonduvusteoreemil on mo˜o˜duteoorias va¨ga
oluline roll. Ko˜ikjal ja¨rgnevas on pΩ,Σ, λq lo˜pliku mo˜o˜duga ruum.
Vitali–Hahn–Saksi teoreem (vt nt [R, lk 213, lause C.3], [S, lk 145, teoreem 3] vo˜i
[LP, lk 133, teoreem 2.7]). Olgu λ-pidevad mo˜o˜dud µn : Σ Ñ R, n P N, sellised, et
• piirva¨a¨rtus µpEq : lim
nÑ8
µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.
Siis
(a) jada pµnq on u¨htlaselt λ-pidev;
(b) hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on λ-pidev (mo˜o˜t).
Nikody´mi koonduvusteoreem (vt nt [R, lk 214, lause C.4], [S, lk 68, teoreem 5]
vo˜i [LP, lk 132–133, teoreem 2.6]). Olgu (loenduvalt aditiivsed) mo˜o˜dud µn : Σ Ñ R,
n P N, sellised, et
• piirva¨a¨rtus µpEq : lim
nÑ8
µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.
Siis
(a) jada pµnq on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne;
(b) hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on loenduvalt aditiivne, s.t µ on mo˜o˜t.
Vitali–Hahn–Saksi teoreemi rakendatakse na¨iteks ruumi L1pλq no˜rgas topoloogias
suhteliselt kompaktseid alamhulki kirjeldava Dunfordi teoreemi to˜estamisel (vt nt [DU,
lk 76, teoreem 15]); Nikody´mi koonduvusteoreemi (ta¨psemalt, tema u¨ldisemat versioo-
ni) rakendatakse na¨iteks ruumidelt L8pλq la¨htuvate no˜rgalt kompaktsete operaatorite
omaduste to˜estamisel (vt nt [DU, lk 150, ja¨reldus 5]). Samuti pakuvad need mo˜lemad
teoreemid iseseisvat teoreetilist huvi. U¨levaate Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja Nikody´mi
koonduvusteoreemi ajaloost vo˜ib leida monograafiast [DU, lk 34–36].
Ka¨esoleva bakalaureuseto¨o¨ eesma¨rk on analu¨u¨sida Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja
Nikody´mi koonduvusteoreemi (teoorias ha¨sti tuntud) vahekorda – na¨idata, et need teo-
reemid on samava¨a¨rsed, s.t kummastki neist ja¨reldub teine – ning to˜estada u¨ks neist
teoreemidest (ja seega mo˜lemad). Ko˜nealuste teoreemide to˜estamiseks on kaks po˜hilist
la¨henemisviisi: toetuda Baire’i teoreemile (nagu na¨iteks o˜pikutes [R] ja [D]) vo˜i kasuta-
da libiseva ku¨u¨ru meetodit (nagu na¨iteks o˜pikus [S] ja u¨levaateartiklis [LP]). Ka¨esolevas
to¨o¨s to˜estatakse Vitali–Hahn–Saksi teoreem toetudes Baire’i teoreemi ja¨reldusele, mille
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kohaselt punktiviisi koonduva funktsioonide jada jaoks on ta¨ielikus meetrilises ruumis
olemas punkt, milles see jada on vo˜rdpidev.
To¨o¨ koostamisel on peamiselt toetutud o˜pikutele [R] ja [S], kusjuures sealset ma-
terjali on u¨sna vabalt u¨mber organiseeritud.
To¨o¨ koosneb kaheksast paragrahvist.
Esimeses paragrahvis tuuakse sisse lo˜plikult aditiivse ja loenduvalt aditiivse
reaalva¨a¨rtustega mo˜o˜du mo˜iste ning antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi lo˜plikult
aditiivse mo˜o˜du loenduvaks aditiivsuseks.
Teises paragrahvis tuuakse sisse mo˜o˜tude hulga u¨htlase loenduva aditiivsuse mo˜iste
ja antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi mo˜o˜tude hulga u¨htlaseks loenduvaks adi-
tiivsuseks.
Kolmandas paragrahvis to˜estatakse mo˜o˜du ta¨isvariatsiooni olulisemad omadused:
na¨idatakse, et loenduvalt aditiivse reaalva¨a¨rtustega mo˜o˜du ta¨isvariatsioon on loendu-
valt aditiivne, kusjuures tema va¨a¨rtused on lo˜plikud.
Neljandas paragrahvis tuuakse sisse mo˜o˜du pidevuse mo˜iste etteantud mo˜o˜du suh-
tes, antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi mo˜o˜du pidevuseks ning na¨idatakse, et mis
tahes loenduvalt aditiivsete mo˜o˜tude jada jaoks on olemas “kontrollmo˜o˜t”, s.t niisugu-
ne mo˜o˜t, mille suhtes ko˜ik selle jada liikmed on pidevad.
Viiendas paragrahvis tuuakse sisse mo˜o˜tude hulga u¨htlase pidevuse mo˜iste ettean-
tud mo˜o˜du suhtes ning uuritakse mo˜o˜tude hulga u¨htlase pidevuse ja u¨htlase loenduva
aditiivsuse vahekorda: na¨idatakse, et u¨htlaselt pidev mo˜o˜tude hulk on u¨htlaselt loendu-
valt aditiivne ning, teiselt poolt, etteantud mo˜o˜du suhtes pidevate mo˜o˜tude u¨htlaselt
loenduvalt aditiivne hulk on selle mo˜o˜du suhtes u¨htlaselt pidev.
Kuuendas paragrahvis antakse, la¨htudes lo˜pliku mo˜o˜duga ruumist pΩ,Σ, λq,
kogumi Σ teatavale faktorruumile meetrilise ruumi struktuur nii, et iga λ-pidev
reaalva¨a¨rtusega mo˜o˜t on loomulikul viisil to˜lgendatav pideva funktsioonina sellel fak-
torruumil.
Seitsmendas paragrahvis to˜estatakse ja¨reldus Baire’i teoreemist, mille kohaselt
punktiviisi koonduva funktsioonide jada jaoks leidub ta¨ielikus meetrilises ruumis punkt,
milles see jada on vo˜rdpidev.
Lo˜puks, viimases paragrahvis na¨idatakse, et Vitali–Hahn–Saksi teoreem ja Niko-
dy´mi koonduvusteoreem on samava¨a¨rsed – kummasti neist teoreemidest ja¨reldub teine
– ning to˜estatakse Vitali–Hahn–Saksi teoreem toetudes kuuenda paragrahvi materjalile
ja seitsmendas paragrahvis to˜estatud Baire’i teoreemi ja¨reldusele.
Ko˜ikjal bakalaureuseto¨o¨s on Ω etteantud mittetu¨hi hulk, Σ hulga Ω alamhulkade
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σ-algebra ning λ lo˜plik positiivne mo˜o˜t σ-algebral Σ, s.t λ : Σ Ñ r0,8q on loendu-
valt aditiivne hulgafunktsioon (termin “hulgafunktsioon” ta¨histab funktsiooni, mille
ma¨a¨ramispiirkond on mingi etteantud hulga mingi alamhulkade kogum; terminiga “ko-
gum” ta¨histame hulki, mille elementideks on hulgad). σ-algebra Σ hulkadele viitame
kui mo˜o˜tuvatele hulkadele.
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§ 1. Loenduvalt aditiivsed mo˜o˜dud Σ Ñ R
Definitsioon 1.1. O¨eldakse, et hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on
• lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t, kui ta on lo˜plikult aditiivne (ehk lihtsalt aditiivne), s.t











• loenduvalt aditiivne mo˜o˜t ehk lihtsalt mo˜o˜t, kui ta on loenduvalt aditiivne, s.t mis











Matemaatilise induktsiooni abil on lihtne to˜estada, et hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R
on lo˜plikult aditiivne parajasti siis, kui mis tahes lo˜ikumatute hulkade A,B P Σ korral
µpAYBq  µpAq   µpBq.
Esitame mo˜ned lo˜plikult aditiivsete mo˜o˜tude lihtsamad omadused.
Lause 1.1. Olgu µ : Σ Ñ R lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t. Siis
(a) µpHq  0;
(b) mis tahes A,B P Σ, A  B, korral
µpBzAq  µpBq  µpAq.
To˜estus. (a). Olgu A P Σ; siis
µpAq  µpAYHq  µpAq   µpHq,
mis on vo˜imalik vaid siis, kui µpHq  0.





 µpBzAq   µpAq,
millest ja¨reldub soovitud vo˜rdus.
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Esitame nu¨u¨d mo˜ned loenduvalt aditiivsete mo˜o˜tude lihtsamad omadused.
Lause 1.2. Olgu µ : Σ Ñ R loenduvalt aditiivne mo˜o˜t. Siis
(a) µpHq  0;
(b) µ on lo˜plikult aditiivne;








To˜estus. (a). Eeldame, et µ on loenduvalt aditiivne ning fikseerime vabalt A P Σ.
Siis mo˜o˜du µ loenduva aditiivsuse to˜ttu
µpAq  µpAYHY    q  µpAq   µpHq      ,
mis on vo˜imalik vaid siis, kui µpHq  0.
(b). Olgu A,B P Σ lo˜ikumatud hulgad. Osa (a) po˜hjal
µpAYBq  µpAYB YHY    q  µpAq   µpBq   µpHq       µpAq   µpBq.
(c). Olgu Aj P Σ, j P N, paarikaupa lo˜ikumatud hulgad. Mis tahes naturaalarvude




















µpAjq ko˜ik u¨mberja¨rjestused koonduvad samaks summaks, ja¨relikult
Riemanni teoreemi (vt nt [K, lk 472]) po˜hjal see rida koondub absoluutselt.
Ja¨rgnev lause annab tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et lo˜plikult aditiivne
mo˜o˜t oleks loenduvalt aditiivne.
Lause 1.3. Olgu µ : Σ Ñ R lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t. Ja¨rgmised va¨ited on samava¨a¨rsed:
(i) µ on loenduvalt aditiivne;





















(iv) En P Σ, n P N, E1  E2  E3     ,
8
n1
En  H ùñ µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8
0.
To˜estus. (i)ñ(ii). Kehtigu (i). Olgu En P Σ, n P N, E1  E2  E3     . Defineerime













































(ii)ñ(iii). Kehtigu (ii). Olgu En P Σ, n P N, E1  E2  E3     . Defineerime
hulgad An  E1zEn, n P N, siis A1  A2  A3     . Va¨ite (ii) kohaselt

















































 µpHq  0.
































































Olgu n P N suvaline. Siis x P En 
8
jn 1
Aj ning seega mingi m ¡ n korral x P Am.
Nu¨u¨d aga x R
8
jm 1
Aj  Em, sest hulgad Aj, j P N, on paarikaupa lo˜ikumatud.
Sellega oleme jo˜udnud vastuoluni; niisiis
8
n1
En  H. Kuna E1  E2  E3     , siis
on implikatsiooni (iv) eeldused ta¨idetud, seega (1.1) kehtib.
Ja¨reldus 1.4. Olgu µ : Σ Ñ R loenduvalt aditiivne mo˜o˜t. Siis µ on to˜kestatud, s.t
tema va¨a¨rtuste hulk on to˜kestatud, s.t leidub M ¥ 0 nii, et
|µpAq| ¤M iga A P Σ korral.
To˜estus. Ta¨histame iga E P Σ korral ~µ~pEq : sup
ΣQAE
|µpAq|. Siis mis tahes A,B P
Σ korral
~µ~pAYBq ¤ ~µ~pAq   ~µ~pBq, (1.2)
sest kui Σ Q C  AYB, siis
|µpCq|  |µpC X Aq   µpCzAq| ¤ |µpC X Aq|   |µpCzAq| ¤ ~µ~pAq   ~µ~pBq.
Mo˜o˜du µ to˜kestatuseks piisab to˜estada ja¨rgmine va¨ide:
• mis tahes E P Σ, ~µ~pEq  8, korral leiduvad lo˜ikumatud mo˜o˜tuvad hulgad
A,B  E nii, et
|µpAq| ¡ 1 ja ~µ~pBq  8.
To˜epoolest, oletame, et va¨ide  kehtib. Oletame vastuva¨iteliselt, et µ on to˜kestamata,
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s.t ~µ~pΩq  8. Siis va¨ite  po˜hjal leiduvad lo˜ikumatud mo˜o˜tuvad hulgad A1, B1  Ω
nii, et
|µpA1q| ¡ 1 ja ~µ~pB1q  8.
Ja¨llegi va¨ite  po˜hjal leiduvad lo˜ikumatud mo˜o˜tuvad hulgad A2, B2  B1 nii, et
|µpA2q| ¡ 1 ja ~µ~pB2q  8.
Analoogiliselt ja¨tkates saame paarikaupa lo˜ikumatud hulgad Aj P Σ, j P N, nii, et




|µpAjq|  8, mis on vastuolus lausega 1.2, (c).
Ja¨relduse to˜estuseks ja¨a¨b to˜estada va¨ide . Olgu E P Σ selline, et ~µ~pEq  8.
Oletame vastuva¨iteliselt, et soovitud omadustega hulki A,B P Σ ei leidu. Kuna
~µ~pEq  8, siis leidub E1  E nii, et |µpE1q| ¡ 1. Tehtud vastuva¨itelise oletuse
po˜hjal ~µ~pEzE1q   8, ja¨relikult vo˜rratuse (1.2) po˜hjal ~µ~pE1q  8, seega leidub
E2  E1 nii, et |µpE2q| ¡ 2. Tehtud vastuva¨itelise oletuse po˜hjal ~µ~pE1zE2q   8,
ja¨relikult vo˜rratuse (1.2) po˜hjal ~µ~pE2q  8, seega leidub E3  E2 nii, et |µpE3q| ¡ 3.
Analoogiliselt ja¨tkates saame hulgad E1  E2     nii, et
|µpEjq| ¡ j iga j P N korral,
seega |µpEjq| ÝÝÝÑ
jÑ8











§ 2. U¨htlane loenduv aditiivsus
Definitsioon 2.1. Olgu M mingi loenduvalt aditiivsete mo˜o˜tude µ : Σ Ñ R hulk.
O¨eldakse, etM on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne, kui mis tahes paarikaupa lo˜ikumatute
hulkade Aj P Σ, j P N, korral read
8°
j1
µpAjq koonduvad u¨htlaselt µ PM suhtes, s.t iga
ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et





   ε iga µ PM korral.
O¨eldakse, et loenduvalt aditiivsete mo˜o˜tude jada pµnq on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne,
kui tema liikmete hulk tµn : n P Nu on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne.
Ja¨rgnev lause annab tarvilikke ja piisavaid tingimusi loenduvalt aditiivsete
mo˜o˜tude hulga u¨htlaseks loenduvaks aditiivsuseks.
Lause 2.1. OlguM mingi mo˜o˜tude µ : Σ Ñ R hulk. Ja¨rgmised va¨ited on samava¨a¨rsed:
(i) M on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne;









u¨htlaselt µ PM suhtes;









u¨htlaselt µ PM suhtes;
(iv) mis tahes En P Σ, n P N, E1  E2  E3     ,
8
n1
En  H, korral
µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8
0 u¨htlaselt µ PM suhtes;
(v) mis tahes En P Σ, n P N, En X Ek  H, n  k, korral
µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8
0 u¨htlaselt µ PM suhtes.
To˜estus. (i)ñ(ii). Kehtigu (i). Olgu En P Σ, n P N, E1  E2  E3     . Va¨ite (ii)
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to˜estuseks piisab na¨idata, et iga ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et








   ε iga µ PM korral.
Selleks defineerime hulgad An  EnzEn1, n P N, kus E0  H. Siis hulgad An, n P N,






Ek. Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Va¨ite (i)




   ε iga µ PM korral.




































(ii)ñ(iii). Kehtigu (ii). Olgu En P Σ, n P N, E1  E2  E3     . Defineerime
hulgad An  E1zEn, n P N; siis A1  A2  A3     . Nu¨u¨d va¨ite (ii) kohaselt






































u¨htlaselt µ PM suhtes.









 µpHq  0 u¨htlaselt µ PM suhtes.
(iv)ñ(v). Kehtigu (iv). Olgu En P Σ, n P N, paarikaupa lo˜ikumatud hulgad.
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Peame na¨itama, et iga ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et
n ¥ N ùñ |µpEnq|   ε iga µ PM korral.
Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Ta¨histame iga n P N korral An :
8
kn
Ek P Σ; siis A1  A2 
A3     , kusjuures
8
n1











0 u¨htlaselt µ PM suhtes,
ja¨relikult leidub N P N nii, et





   ε2 iga µ PM korral.



















   ε2   ε2  ε.
(v)ñ(i). Kehtigu (v). Oletame vastuva¨iteliselt, et M ei ole u¨htlaselt loenduvalt
aditiivne. Siis leiduvad paarikaupa lo˜ikumatud hulgad Aj P Σ, j P N, nii, et read
8°
j1
µpAjq, µ PM, ei koondu u¨htlaselt; niisiis leiduvad ε ¡ 0, naturaalarvud n1   n2  
n3      ja mo˜o˜dud µk PM, k P N, nii, et 8¸
jnk
µkpAjq
 ¥ 2ε iga k P N korral.
Iga k P N korral on mo˜o˜t µk loenduvalt aditiivne, ja¨relikult leidub naturaalarv mk ¡ nk




Osajadale u¨le minnes vo˜ime u¨ldisust kitsendamata eeldada, et
n1   m1   n2   m2   n3   m3      .
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¥ 2ε ε  ε. (2.1)
Teiselt poolt, kuna hulgad Ek, k P N, on paarikaupa lo˜ikumatud, siis va¨ite (v) po˜hjal
µpEkq ÝÝÝÑ
kÑ8
0 u¨htlaselt µk PM suhtes,
mis on vastuolus hinnanguga (2.1).
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§ 3. Mo˜o˜du ta¨isvariatsioon
Definitsioon 3.1. Lo˜plikult aditiivse mo˜o˜du µ : Σ Ñ R ta¨isvariatsiooniks nimetatakse










Lause 3.1. Olgu µ : Σ Ñ R lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t. Siis iga E P Σ korral





To˜estus. Olgu E P Σ. Esimene vo˜rratus ahelas (3.1) on ilmne, sest kui Σ Q D  E,
siis |µpDq| ¤ |µpDq|   |µpEzDq| ¤ |µ|pEq. Ja¨a¨b to˜estada teine vo˜rratus.
Olgu m P N ja paarikaupa lo˜ikumatud hulgad E1, . . . , Em P Σ sellised, et
m
i1
Ei  E. Ta¨histame
I  :
!
















































¤ ~µ~pEq   ~µ~pEq  2~µ~pEq.
Siit ja¨reldub ahela (3.1) teine vo˜rratus.
Ja¨rgnev tulemus on vahetu ja¨reldus lausest 3.1.
Ja¨reldus 3.2. Olgu µ : Σ Ñ R lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t. Ja¨rgmised va¨ited on sama-
va¨a¨rsed:




(ii) |µ|pΩq   8.
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Ja¨rgnev lause u¨tleb, et loenduvalt aditiivse mo˜o˜du µ : Σ Ñ R ta¨isvariatsioon |µ|
on lo˜plik mo˜o˜t; niisiis vo˜ime teda to˜lgendada (ja edasises to˜lgendamegi) loenduvalt
aditiivse mo˜o˜duna |µ| : Σ Ñ R.
Lause 3.3. Loenduvalt aditiivse mo˜o˜du µ : Σ Ñ R ta¨isvariatsioon |µ| : Σ Ñ r0,8s on
lo˜plik mo˜o˜t, s.t
(a) |µ| on loenduvalt aditiivne;
(b) |µ|pΩq   8; niisiis |µ| va¨a¨rtused on lo˜plikud.
To˜estus. (a). Olgu Ek P Σ, k P N, paarikaupa lo˜ikumatud hulgad. Hulgafunktsiooni








Olgu m P N ja olgu A1, . . . , Am P Σ sellised paarikaupa lo˜ikumatud hulgad, et
m
i1
Ai  E. Kuna iga k P N korral





























































Vastupidiseks vo˜rratuseks piisab na¨idata, et iga n P N korral
n¸
k1










Olgu n P N suvaline ning olgu iga k P t1, . . . , nu korral mk P N ja paarikaupa
lo˜ikumatud hulgad Ak1, . . . , A
k
mk
P Σ sellised, et
mk
i1



















|µpAki q|   |µpA0q| ¤ |µ|pEq,
millest ja¨reldub vo˜rratus (3.2).
(b). Va¨ide ja¨reldub vahetult ja¨reldustest 1.4 ja 3.2.




Definitsioon 4.1. Olgu µ : Σ Ñ R lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t. O¨eldakse, et µ on abso-
luutselt pidev λ suhtes vo˜i lihtsalt pidev λ suhtes vo˜i absoluutselt λ-pidev vo˜i lihtsalt
λ-pidev ja kirjutatakse µ ! λ, kui iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0 nii, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε. (4.1)
Lause 4.1. Olgu µ : Σ Ñ R lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t. Kui µ on λ-pidev, siis µ on
loenduvalt aditiivne.
To˜estus. Eeldame, et µ on λ-pidev. Olgu hulgad En P Σ, n P N, sellised, et E1 
E2  E3     ja
8
n1
En  H. Veendumaks, et µ on loenduvalt aditiivne, piisab lause
1.3 po˜hjal na¨idata, et µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8
0, s.t iga ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et
n ¥ N ùñ |µpEnq|   ε. (4.2)
Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Kuna µ on λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε.
Kuna λ on mo˜o˜t, siis lause 1.3 po˜hjal leidub N P N nii, et
n ¥ N ùñ λpEnq   δ.
Aga nu¨u¨d kehtib implikatsioon (4.2).
Lause 4.2 (vt nt [F, lk 89, teoreem 3.5]). Olgu µ : Σ Ñ R loenduvalt aditiivne mo˜o˜t.
Ja¨rgmised va¨ited on samava¨a¨rsed:
(i) mo˜o˜t µ on λ-pidev;
(ii) ta¨isvariatsioon |µ| on λ-pidev;
(iii) E P Σ, λpEq  0 ùñ µpEq  0;
(iv) E P Σ, λpEq  0 ùñ |µ|pEq  0.
To˜estus. (i)ñ(iii). Kehtigu (i). Olgu E P Σ, λpEq  0. Implikatsiooni to˜estuseks
piisab na¨idata, et iga ε ¡ 0 korral |µpEq|   ε. Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Kuna µ on
λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et
D P Σ, λpDq   δ ùñ |µpDq|   ε.
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Antud juhul λpEq  0   δ, seega |µpEq|   ε, nagu soovitud.
(iii)ñ(iv). Kehtigu (iii). Olgu E P Σ, λpEq  0, ning olgu m P N ja paarikaupa
lo˜ikumatud hulgad A1, . . . , Am P Σ sellised, et
m
i1
Ai  E. Siis
m¸
i1
λpAiq  λpEq  0,





niisiis |µ|pEq  0.
(iv)ñ(ii). Kehtigu (iv). Oletame vastuva¨iteliselt, et |µ| ei ole λ-pidev, s.t leidub
selline ε ¡ 0, et iga δ ¡ 0 korral leidub E P Σ nii, et
λpEq   δ ja |µ|pEq ¥ ε;


























seega lause 1.3 po˜hjal







millest λpF q  0. Ja¨relikult va¨ite (iv) po˜hjal |µ|pF q  0.
Teiselt poolt, iga n P N korral |µ|pFnq ¥ |µ|pEnq ¥ ε, seega lause 1.3 po˜hjal





(ii)ñ(i). Kehtigu (ii). Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Mo˜o˜du µ λ-pidevuseks peame
leidma δ ¡ 0 nii, et kehtib implikatsioon (4.1). Eelduse (ii) kohaselt leidub selline
δ ¡ 0, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µ|pEq   ε.
Kuna
|µpEq| ¤ |µ|pEq iga E P Σ korral,
siis kehtib implikatsioon (4.1), nagu soovitud.
Selle paragrahvi lo˜petuseks na¨itame, et mis tahes mo˜o˜tude Σ Ñ R jada pµnq jaoks
on olemas “kontrollmo˜o˜t”, s.t niisugune mo˜o˜t ν : Σ Ñ r0,8q, et µn on ν-pidev iga
n P N korral.
Lemma 4.3 (vt nt [R, lk 212]). Olgu µn : Σ Ñ R, n P N, loenduvalt aditiivsed mo˜o˜dud.
Siis leidub mo˜o˜t ν : Σ Ñ r0,8q nii, et µn on ν-pidev iga n P N korral.








 , E P Σ. (4.3)












siis rida valemis (4.3) koondub iga E P Σ korral.
Funktsioon ν on mo˜o˜t, sest mis tahes paarikaupa lo˜ikumatute hulkade Ej P Σ,

















































Mo˜o˜tude µn, n P N, ν-pidevus ja¨reldub lausest 4.2, sest kui νpEq  0, siis ilmselt ka
|µn|pEq  0 iga n P N korral.
Ma¨rkus 4.1. Mo˜o˜tude µn, n P N, ν-pidevust lemmas 4.3 saab na¨idata ka ilma lause 4.2
abita. To˜epoolest, olgu n P N suvaline. Mo˜o˜du µn ν-pidevuseks piisab, fikseerides vabalt
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ε ¡ 0, leida δ ¡ 0 nii, et
E P Σ, νpEq   δ ùñ |µnpEq|   ε. (4.4)





















§ 5. U¨htlase λ-pidevuse ja u¨htlase loenduva
aditiivsuse vahekorrast
Definitsioon 5.1. Olgu M mingi mo˜o˜tude µ : Σ Ñ R hulk. O¨eldakse, et M on
u¨htlaselt λ-pidev, kui iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0 nii, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε iga µ PM korral.
O¨eldakse, et loenduvalt aditiivsete mo˜o˜tude jada pµnq on u¨htlaselt λ-pidev, kui tema
liikmete hulk tµn : n P Nu on u¨htlaselt λ-pidev.
Lause 5.1. Olgu M mingi mo˜o˜tude Σ Ñ R hulk. Kui M on u¨htlaselt λ-pidev, siis M
on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne.
To˜estus. Eeldame, et M on u¨htlaselt λ-pidev. Olgu hulgad En P Σ, n P N, sellised,
et E1  E2  E3     ja
8
n1
En  H. Veendumaks, et M on u¨htlaselt loenduvalt
aditiivne, piisab lause 2.1 po˜hjal na¨idata, et
µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8
0 u¨htlaselt µ PM suhtes,
s.t iga ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et
n ¥ N ùñ |µpEnq|   ε iga µ PM korral. (5.1)
Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Kuna M on u¨htlaselt λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε iga µ PM korral.
Kuna λ on mo˜o˜t, siis lause 1.3 po˜hjal leidub N P N nii, et
n ¥ N ùñ λpEnq   δ.
Aga nu¨u¨d kehtib implikatsioon (5.1).
Teoreem 5.2 (vt nt [S, lk 144]). Kui λ-pidevate mo˜o˜tude Σ Ñ R hulk M on u¨htlaselt
loenduvalt aditiivne, siis M on u¨htlaselt λ-pidev.
To˜estus. Eeldame, et λ-pidevate mo˜o˜tude Σ Ñ R hulk M on u¨htlaselt loenduvalt
aditiivne. Peame na¨itama, etM on u¨htlaselt λ-pidev, s.t iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0
nii, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε iga µ PM korral. (5.2)
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Oletame vastuva¨iteliselt, et teatava ε ¡ 0 korral ei leidu tingimust (5.2) rahuldavat
arvu δ ¡ 0. Siis iga δ ¡ 0 korral leiduvad E P Σ ja µ PM nii, et
λpEq   δ ja |µpEq| ¥ ε.




ja |µ1pE1q| ¥ ε;








Ja¨tkame induktiivselt: kui on antud n P N, hulgad E1, . . . , En P Σ, mo˜o˜dud µ1, . . . , µn P

















ja |µk 1pEk 1q| ¥ ε;








Kirjeldatud protsessi tulemusena saame hulgad Ek P Σ, mo˜o˜dud µk PM ja arvud
δk ¡ 0, k P N, nii, et iga k P N korral kehtivad (5.3) ja (5.4).














































   ε2 .
Hulgad Ak : Ekz
8
jk 1







































Kuna M on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne, siis lause 2.1 po˜hjal
µpAkq ÝÝÝÑ
kÑ8
0 u¨htlaselt µ PM suhtes;
ja¨relikult leidub N P N nii, et
k ¥ N ùñ |µpAkq|  
ε
2
iga µ PM korral,
mis on vastuolus hinnanguga (5.5).
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§ 6. Meetriline ruum pΣλ, dλq
Selles paragrahvis anname kogumi Σ teatavale faktorruumile ta¨ieliku meetrilise ruumi
struktuuri nii, et iga λ-pidev reaalva¨a¨rtusega mo˜o˜t on loomulikul viisil to˜lgendatav
pideva funktsioonina sellel faktorruumil.
Lemma 6.1. Mis tahes E,F,G  Ω korral
E4G  pE4F q Y pF4Gq. (6.1)
To˜estus. Arvestades, et mis tahes hulkade A ja B korral A4B  pAzBq Y pBzAq,
piisab sisalduvuseks (6.1) na¨idata, et
EzG  pEzF q Y pF zGq ja GzE  pGzF q Y pF zEq.
Olgu x P EzG. Siis x P E ja x R G, seega,
(1) kui x R F , siis x P EzF , seega x P pEzF q Y pF zGq;
(2) kui x P F , siis x P F zG, seega x P pEzF q Y pF zGq;
niisiis EzG  pEzF q Y pF zGq. Analoogiliselt saab na¨idata, et GzE  pGzF q Y pF zEq.
Lause 6.2. Seos  hulgas Σ, mis on defineeritud valemiga
E  F :ðñ λpE4F q  0, E, F P Σ,
on ekvivalentsusseos.
To˜estus. Olgu E,F,G P Σ.
Seos  on refleksiivne, sest kuna λpE4Eq  λpHq  0, siis E  E.
Seos  on su¨mmeetriline, sest kui E  F , siis λpF4Eq  λpE4F q  0, seega
F  E.
Olgu E  F ja F  G, s.t λpE4F q  0 ja λpF4Gq  0. Seose  transitiivsuseks
piisab na¨idata, et E  G, s.t λpE4Gq  0. Selleks piisab na¨idata, et
λpE4Gq ¤ λpE4F q   λpF4Gq, (6.2)
mis mo˜o˜du λ subaditiivsuse to˜ttu ja¨reldub lemmast 6.1.
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Ta¨histame faktorhulga Σ{  su¨mboliga Σλ, s.t Σλ : Σ{ . Hulga E P Σ ekvi-
valentsiklassi faktorhulgas Σλ ta¨histame su¨mboliga pE, s.t
pE :  F P Σ: E  F(   F P Σ: λpE4F q  0( P Σλ.
Vaatleme nu¨u¨d kujutust
Σλ Q pE ÞÝÑ χE P L1pλq. (6.3)
Selle kujutuse definitsiooni korrektsuseks ja tema injektiivsuseks piisab na¨idata, et
hulkade E,F P Σ korral
λpE4F q  0 ðñ χE  χF λ-p.k. (6.4)
Vo˜rdus χE  χF λ-p.k. ta¨hendab, et
λ
 









x P Ω: x P pEzF q Y pF zEq
(
 E4F,
siis samava¨a¨rsus (6.4) kehtib.
Kujutuse (6.3) injektiivuse to˜ttu vo˜ime vaadelda hulka Σλ ruumi L1pλq alamhul-
gana; niisiis see kujutus indutseerib meetrika hulgas Σλ.
Lause 6.3. Funktsioon dλ : Σλ  Σλ Ñ R,
dλp pE, pF q  }χE  χF }L1pλq 
»
Ω
|χE  χF | dλ  λpE4F q, E, F P Σ,
on meetrika hulgal Σλ.
To˜estus. Kontrollime meetrika aksioome: mis tahes E,F,G P Σ korral
1 dλp pE, pF q  0 ðñ λpE4F q  0 ðñ E  F ðñ pE  pF ;
2 dλp pE, pF q  }χE  χF }L1pλq  }χF  χE}L1pλq  dλp pF , pEq;
3 dλp pE, pGq  }χE  χG}L1pλq  }χE  χF   χF  χG}L1pλq
¤ }χE  χF }L1pλq   }χF  χG}L1pλq  dλp pE, pF q   dλp pF , pGq.
Ma¨rkus 6.1. Meetrika aksioomid kauguse dλ jaoks on kontrollitavad ka vahetult, ilma
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kujutust (6.3) kasutamata: mis tahes E,F,G P Σ korral
1 dλp pE, pF q  0 ðñ λpE4F q  0 ðñ E  F ðñ pE  pF ;
2 dλp pE, pF q  λpE4F q  λpF4Eq  dλp pF , pEq;
3 dλp pE, pGq  λpE4Gq ¤ λpE4F q   λpF4Gq  dλp pE, pF q   dλp pF , pGq
(siin tingimuse 3 to˜estamisel kasutasime vo˜rratust (6.2)).
Lause 6.4. Meetriline ruum pΣλ, dλq on ta¨ielik.
To˜estus. Olgu p pEnq Cauchy jada ruumis pΣλ, dλq, s.t dλp pEn, pEmq ÝÝÝÝÝÑ
n,mÑ8
0. Ruumi
pΣλ, dλq ta¨ielikkuseks piisab na¨idata, et see jada koondub. Kuna
}χEn  χEm}L1pλq  dλp pEn, pEmq ÝÝÝÝÝÑ
n,mÑ8
0,
siis jada pχEnq on Cauchy jada Banachi ruumis L1pλq ning seega koondub. Olgu funkt-




Kuna igal L1-koonduval jadal leidub p.k. koonduv osajada, siis leiduvad sellised D P Σ
ja osajada pχEkn q
8
n1, et λpD
cq  0 ja χEkn pxq ÝÝÝÑnÑ8
fpxq iga x P D korral. Nu¨u¨d
χDpxqχEkn pxq ÝÝÝÑnÑ8
χDpxqfpxq iga x P Ω korral
ehk
χEknXDpxq ÝÝÝÑnÑ8
pχDfqpxq iga x P Ω korral.
Kuna χEknXD, n P N, on mo˜o˜tuvad funktsioonid, siis ka funktsioon χDf on
mo˜o˜tuv, kusjuures tema va¨a¨rtuste hulk sisaldub hulgas t0, 1u. Niisiis, ta¨histades
E : tx P Ω: pχDfqpxq  1u P Σ, kehtib vo˜rdus χDf  χE. Veelgi enam f  χDf 










dλp pEn, pEq ÝÝÝÑ
nÑ8
0,
mis ta¨hendab, et jada p pEnq koondub elemendiks pE P Σλ, nagu soovitud.
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Olgu µ λ-pidev mo˜o˜t σ-algebral Σ. Defineerime funktsiooni pµ : Σλ Ñ R,
pµp pEq : µpEq, E P Σ.
Veendume, et funktsioon pµ on korrektselt defineeritud. Selleks, fikseerides vabalt D,E P
Σ nii, et pD  pE, s.t D  E ehk, teisiso˜nu, λpDzEq   λpEzDq  λpD4Eq  0, piisab
na¨idata, et µpDq  µpEq. Kuna λpDzEq  0 ja λpEzDq  0, siis lause 4.2 po˜hjal
µpDzEq  0 ja µpEzDq  0 ning ja¨relikult
µpDq  µpDXEq   µpDzEq  µpDXEq  µpE XDq  µpE XDq   µpEzDq  µpEq.
Lihtne on na¨ha, et funktsioon pµ on pidev. To˜epoolest, fikseerides vabalt E P Σ,
piisab selleks na¨idata, et iga ε ¡ 0 korral leidub selline δ ¡ 0, et
D P Σ, λpD4Eq   δ ùñ |µpDq  µpEq|   ε.





|µpDq  µpEq|  |µpD X Eq   µpDzEq  µpE XDq  µpEzDq|







Definitsioon 6.1. Olgu X ja Y meetrilised ruumid ning olguM mingi funktsioonide
f : X Ñ Y hulk. O¨eldakse, et hulk M on
• vo˜rdpidev punktis x P X, kui iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0 nii, et




  ε iga f PM korral;
• vo˜rdpidev, kui ta on vo˜rdpidev igas punktis x P X;
• u¨htlaselt vo˜rdpidev, kui iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0 nii, et




  ε iga f PM korral.
O¨eldakse, et funktsioonide jada pfnq on
• vo˜rdpidev punktis x P X, kui tema liikmete hulk tfn : n P Nu on vo˜rdpidev punktis
x P X;
• vo˜rdpidev, kui tema liikmete hulk tfn : n P Nu on vo˜rdpidev;
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• u¨htlaselt vo˜rdpidev, kui tema liikmete hulk tfn : n P Nu on u¨htlaselt vo˜rdpidev.
Lause 6.5. Olgu M mingi λ-pidevate mo˜o˜tude µ : Σ Ñ R hulk. Ta¨histame xM :
tpµ : µ PMu. Ja¨rgmised va¨ited on samava¨a¨rsed:
(i) M on u¨htlaselt λ-pidev;
(ii) xM on u¨htlaselt vo˜rdpidev;
(iii) xM on vo˜rdpidev;
(iv) xM on vo˜rdpidev punktis pH;
(v) leidub hulk E P Σ nii, et xM on vo˜rdpidev punktis pE P Σλ;
(vi) iga ε ¡ 0 korral leiduvad hulk E P Σ ja arv δ ¡ 0 nii, et
D P Σ, λpD4Eq   δ ùñ |µpDq  µpEq|   ε iga µ PM korral.
To˜estus. (ii)ñ(iii)ñ(iv)ñ(v)ñ(vi) on ilmne.
(i)ñ(ii). Eeldame, etM on u¨htlaselt λ-pidev. Hulga xM u¨htlaseks vo˜rdpidevuseks
piisab, fikseerides vabalt ε ¡ 0, leida δ ¡ 0 nii, et
D,E P Σ, λpD4Eq   δ ùñ |µpDq  µpEq|   ε iga µ PM korral.
Paneme ta¨hele, et mis tahes D,E P Σ korral
|µpDq  µpEq|  |µpD X Eq   µpDzEq  µpE XDq  µpEzDq|
¤ |µpDzEq|   |µpEzDq| .
Kuna eelduse po˜hjal on M u¨htlaselt λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et
D P Σ, λpDq   δ ùñ |µpDq|  
ε
2
iga µ PM korral.
Olgu nu¨u¨d D,E P Σ sellised, et λpDzEq   λpEzDq  λpD4Eq   δ. Siis
λpDzEq, λpEzDq   δ, misto˜ttu |µpDzEq| , |µpEzDq|  
ε
2
iga µ PM korral. Seega






 ε iga µ PM korral.
(vi)ñ(i). Kehtigu (vi). Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Implikatsiooni to˜estuseks piisab
leida δ ¡ 0 nii, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   2ε iga µ PM korral.
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Eelduse (vi) po˜hjal leiduvad A P Σ ja δ ¡ 0 nii, et
D P Σ, λpD4Aq   δ ùñ |µpDq  µpAq|   ε iga µ PM korral.
Mis tahes E P Σ korral
E  E1zE2, kus E1  E Y A ja E2  AzE;
seejuures
E14A  pE1zAq Y pAzE1q  pEzAq YH  EzA
ja
E24A  pE2zAq Y pAzE2q  HY pAX Eq  E X A,
seega
λpE14Aq  λpEzAq ¤ λpEq ja λpE24Aq  λpE X Aq ¤ λpEq.
Niisiis, kui E P Σ rahuldab tingimust λpEq   δ, siis λpE14Aq   δ ja λpE24Aq   δ,
ja¨relikult va¨ite (vi) po˜hjal iga µ PM korral
|µpE1q  µpAq|   ε ja |µpE2q  µpAq|   ε
ning seega
|µpEq|  |µpE1zE2q|  |µpE1q  µpE2q|  |µpE1q  µpAq   µpAq  µpE2q|
¤ |µpE1q  µpAq|   |µpAq  µpE2q|   2ε,
nagu soovitud.
31
§ 7. Pidevate funktsioonide punktiviisi koonduva
jada piirfunktsiooni pidevuspunkti olemasolu
ta¨ielikus meetrilises ruumis
Meenutame funktsionaalanalu¨u¨si sissejuhatavast kursusest tuttavat Baire’i teoreemi.
Teoreem 7.1 (Baire’i teoreem; vt nt [OO, lk 33]). Kui ta¨ielik meetriline ruum esitub
loenduva u¨hendina kinnistest hulkadest, siis va¨hemalt u¨ks nendest hulkadest sisaldab
mingit kera.
Vitali–Hahn–Saksi teoreemi to˜estus ja¨rgmises paragrahvis toetub ja¨rgnevale ha¨sti
tuntud ja¨reldusele Baire’i teoreemist.
Teoreem 7.2. Olgu X ja Y meetrilised ruumid, kusjuures X on ta¨ielik, ning olgu
pidevad funktsioonid fn : X Ñ Y , n P N, sellised, et
• piirva¨a¨rtus fpxq : lim
nÑ8
fnpxq P Y eksisteerib iga x P X korral.
Siis
(a) leidub punkt x P X, milles jada pfnq on vo˜rdpidev;
(b) leidub punkt x P X, milles funktsioon f on pidev.
To˜estus. Ko˜igepealt paneme ta¨hele, et va¨ide (b) ja¨reldub va¨itest (a) ka ilma eelduseta
ruumi X ta¨ielikkuse kohta. Veelgi ta¨psemalt: kui jada pfnq on vo˜rdpidev punktis x P X,
siis funktsioon f on pidev punktis x. To˜epoolest, eeldame, et jada pfnq on vo˜rdpidev
punktis x P X. Funktsiooni f pidevuseks punktis x piisab, fikseerides vabalt ε ¡ 0,
leida δ ¡ 0 nii, et





Eelduse kohaselt leidub δ ¡ 0 nii, et




  ε iga n P N korral.
Kuna iga z P X korral fnpzq ÝÝÝÑ
nÑ8
fpzq, siis kauguse pidevuse to˜ttu implikatsioon (7.1)
kehtib.
























To˜epoolest, olgu x P G ning olgu ε ¡ 0 suvaline. Jada pfnq vo˜rdpidevuseks punktis x
piisab leida δ ¡ 0 nii, et




  ε iga n P N korral. (7.2)






. Olgu m P N selline, et x P pF kmq, s.t Bpx, δ0q 
F km mingi δ0 ¡ 0 korral. Iga n P t1, . . . ,mu korral on funktsioon fn pidev punktis x,
seega leidub δn ¡ 0 nii, et








Na¨itame, et, vo˜ttes δ : mintδ0, δ1, . . . , δmu, implikatsioon (7.2) kehtib. Kui n ¤ m,



























To˜estuse lo˜petuseks piisab na¨idata, et G  H ehk XzG  X. Selleks paneme
ko˜igepealt ta¨hele, et hulgad F km, k,m P N, on kinnised, kusjuures iga k P N korral
8
m1
F km  X.
Olgu k,m P N ning olgu xj P F km, j P N, ja x P X sellised, et xj ÝÝÝÑ
jÑ8
x ruumis
X. Hulga F km kinnisuseks piisab na¨idata, et x P F
k








ko˜ikide n ¥ m korral.













ko˜ikide n ¥ m korral,
seega x P F km, nagu soovitud.
Olgu nu¨u¨d k P N. Veendumaks, et
8
m1








koondub, siis see jada on Cauchy jada, ja¨relikult leidub
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m P N nii, et
















































Siin viimane sisalduvus on range, sest kuna hulgad F kmzpF
k
mq
, k,m P N, on kinnised ja
tu¨hja sisemusega, siis nende (loenduv) u¨hend ei saa olla kogu ruum X Baire’i teoreemi
kohaselt.
Tegelikult piisab Vitali–Hahn–Saksi teoreemi to˜estuseks ja¨rgnevast teoreemi 7.2
no˜rgemast versioonist. Kuigi see no˜rgem versioon ja¨reldub vahetult teoreemist 7.2,
esitame talle iseseisva to˜estuse.
Teoreem 7.3. Olgu X ja Y meetrilised ruumid, kusjuures X on ta¨ielik, ning olgu
pidevad funktsioonid fn : X Ñ Y , n P N, sellised, et
• piirva¨a¨rtus fpxq : lim
nÑ8
fnpxq P Y eksisteerib iga x P X korral.
Siis
 iga ε ¡ 0 korral leiduvad punkt x P X ja arv δ ¡ 0 nii, et




  ε iga n P N korral. (7.3)
To˜estus. Fikseerime vabalt ε ¡ 0 ning defineerime iga k P N korral hulga
Fk 
"







ko˜ikide m,n ¥ k korral
*
.
Na¨itame, et hulgad Fk, k P N, on kinnised. Olgu k P N ning olgu xj P Fk, j P N, ja
x P X sellised, et xj ÝÝÝÑ
jÑ8
x ruumis X. Hulga Fk kinnisuseks piisab na¨idata, et x P Fk.








ko˜ikide m,n ¥ k korral.














ko˜ikide m,n ¥ k korral,




Fk  X. Selleks piisab na¨idata, et X 
8
k1









kui koonduv jada on Cauchy jada, siis leidub
l P N nii, et












Nu¨u¨d on Baire’i teoreemi 7.1 eeldused ta¨idetud, misto˜ttu leiduvad k P N, x P X
ja δ0 ¡ 0 nii, et Bpx, δ0q  Fk, s.t
z P Bpx, δ0q ùñ z P Fk
ehk, teisiso˜nu,







ko˜ikide m,n ¥ k korral.
Kuna funktsioonid f1, . . . , fk on pidevad punktis x, siis leidub δ1 ¡ 0 nii, et







iga n P t1, . . . , ku korral.
Niisiis, vo˜ttes δ  mintδ0, δ1u, implikatsioon (7.3) kehtib, sest kui ρpz, xq   δ, siis mis




























§ 8. Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja Nikody´mi
koonduvusteoreemi to˜estus
Selles paragrahvis to˜estame sissejuhatuses a¨ratoodud Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja
Nikody´mi koonduvusteoreemi. Parema ja¨lgitavuse huvides so˜nastame need teoreemid
siinkohal uuesti.
Teoreem 8.1 (Vitali–Hahn–Saksi teoreem). Olgu λ-pidevad mo˜o˜dud µn : Σ Ñ R,
n P N, sellised, et
• piirva¨a¨rtus µpEq : lim
nÑ8
µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.
Siis
(a) jada pµnq on u¨htlaselt λ-pidev;
(b) hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on λ-pidev (mo˜o˜t).
Teoreem 8.2 (Nikody´mi koonduvusteoreem). Olgu (loenduvalt aditiivsed) mo˜o˜dud
µn : Σ Ñ R, n P N, sellised, et
• piirva¨a¨rtus µpEq : lim
nÑ8
µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.
Siis
(a) jada pµnq on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne;
(b) hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on loenduvalt aditiivne, s.t µ on mo˜o˜t.
Ko˜igepealt analu¨u¨sime Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1 ja Nikody´mi koonduvus-
teoreemi 8.2 vo˜rdlevalt (ilma kumbagi neist to˜estamata): me na¨itame, et esimesest neist
teoreemidest ja¨reldub lihtsasti teine ja, vastupidi, teisest ja¨reldub lihtsasti esimene.
Selleks ma¨rgime esmalt, et
[I] hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R teoreemides 8.1 ja 8.2 on lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t.













 µpAq   µpBq.
Ja¨rgmiseks paneme ta¨hele, et
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[II] nii Vitali–Hahn–Saksi teoreemis 8.1 kui ka Nikody´mi koonduvusteoreemis 8.2
ja¨reldub va¨ide (b) va¨itest (a).
To˜epoolest, rahuldagu mo˜o˜dud µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust
• piirva¨a¨rtus µpEq : lim
nÑ8
µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.
[II1]. Eeldame, et kehtib teoreemi 8.1 va¨ide (a), s.t jada pµnq on u¨htlaselt λ-pidev.
Na¨itame, et sel juhul kehtib ka va¨ide (b), s.t lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t µ on λ-pidev.
Selleks piisab, fikseerides vabalt ε ¡ 0, leida δ ¡ 0 nii, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq| ¤ ε.
Kuna jada pµnq on u¨htlaselt λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et
E P Σ, λpEq   δ ùñ |µnpEq|   ε iga n P N korral,








[II2]. Eeldame, et kehtib teoreemi 8.2 va¨ide (a), s.t jada pµnq on u¨htlaselt loenduvalt
aditiivne. Na¨itame, et sel juhul kehtib ka va¨ide (b), s.t lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t µ on
loenduvalt aditiivne. Selleks piisab, lause 1.3 po˜hjal na¨idata, et suvaliste mo˜o˜tuvate
hulkade E1  E2  E3     ,
8
k1
Ek  H, korral µpEkq ÝÝÝÑ
kÑ8
0, s.t fikseerides vabalt
ε ¡ 0, leidub N P N nii, et
k ¥ N ùñ |µpEkq| ¤ ε.
Kuna jada pµnq on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne, siis lause 2.1 po˜hjal leidub N P N
nii, et
k ¥ N ùñ |µnpEkq|   ε iga n P N korral,
aga nu¨u¨d k ¥ N korral






[III1] Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (a), kehtivusest ja¨reldub Nikody´mi koonduvus-
teoreemi 8.2, (a), kehtivus. Teoreemi 8.1, (b), kehtivusest ja¨reldub teoreemi 8.2,
(b), kehtivus.
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[III2] Nikody´mi koonduvusteoreemi 8.2, (a), kehtivusest ja¨reldub Vitali–Hahn–Saksi teo-
reemi 8.1, (a), kehtivus. Teoreemi 8.2, (b), kehtivusest ja¨reldub teoreemi 8.1, (b),
kehtivus.
[III1]. Oletame, et Vitali–Hahn–Saksi teoreem 8.1, (a), on to˜estatud. To˜estame
sel eeldusel Nikody´mi koonduvusteoreemi 8.2, (a). Rahuldagu loenduvalt aditiivsed
mo˜o˜dud µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust . Teoreemi 8.2, (a), to˜estuseks peame na¨itama,
et jada pµnq on u¨htlaselt loenduvalt aditiivne. Olgu ν : Σ Ñ R “kontrollmo˜o˜t” jadale
pµnq lemmast 4.3, s.t µn on ν-pidev iga n P N korral. Siis teoreemi 8.1, (a), po˜hjal on
jada pµnq u¨htlaselt ν-pidev, ja¨relikult lause 5.1 po˜hjal on jada pµnq u¨htlaselt loenduvalt
aditiivne, nagu soovitud.
Oletame nu¨u¨d, et Vitali–Hahn–Saksi teoreem 8.1, (b), on to˜estatud. To˜estame
sel eeldusel Nikody´mi koonduvusteoreemi 8.2, (b). Rahuldagu loenduvalt aditiivsed
mo˜o˜dud µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust . Teoreemi 8.2, (b), to˜estuseks peame na¨itama,
et lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t µ on loenduvalt aditiivne. Olgu ν : Σ Ñ R “kontrollmo˜o˜t”
jadale pµnq lemmast 4.3, s.t µn on ν-pidev iga n P N korral. Siis teoreemi 8.1, (b), po˜hjal
on µ ν-pidev, ja¨relikult lause 4.1 po˜hjal on µ loenduvalt aditiivne, nagu soovitud.
[III2]. Oletame, et Nikody´mi koonduvusteoreem 8.2, (a), on to˜estatud. To˜estame
sel eeldusel Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (a). Rahuldagu λ-pidevad mo˜o˜dud
µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust . Teoreemi 8.1, (a), to˜estuseks peame na¨itama, et
jada pµnq on u¨htlaselt λ-pidev. Teoreemi 8.2, (a), po˜hjal on jada pµnq u¨htlaselt loen-
duvalt aditiivne, ja¨relikult teoreemi 5.2 po˜hjal on jada pµnq u¨htlaselt λ-pidev, nagu
soovitud.
Oletame nu¨u¨d, et Nikody´mi koonduvusteoreem 8.2, (b), on to˜estatud. To˜estame
sel eeldusel Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (b). Rahuldagu λ-pidevad mo˜o˜dud
µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust . Teoreemi 8.1, (b), to˜estuseks peame na¨itama, et
lo˜plikult aditiivne mo˜o˜t µ on λ-pidev. Teoreemi 8.2, (b), po˜hjal on µ loenduvalt aditiiv-
ne, seega tema λ-pidevuse to˜estuseks saame rakendada lauset 4.2. Olgu E P Σ selline,
et λpEq  0. Mo˜o˜du µ λ-pidevuseks piisab lause 4.2 po˜hjal na¨idata, et µpEq  0. Kuna
eelduse po˜hjal on mo˜o˜dud µn, n P N, λ-pidevad, siis lause 4.2 po˜hjal iga n P N korral
µnpEq  0. Aga nu¨u¨d µpEq  lim
nÑ8
µnpEq  0, nagu soovitud.
U¨laltoodu valguses piisab nu¨u¨d Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1 ja Nikody´mi koon-
duvusteoreemi 8.2 to˜estuseks to˜estada Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1 va¨ide (a).
Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (a), to˜estus ja¨reldusena teoreemist 7.2.
Jada pµnq u¨htlaseks λ-pidevuseks piisab lause 6.5 po˜hjal leida mingi punkt, milles jada
ppµnq, kus funktsioonid pµn : Σλ Ñ R on defineeritud vo˜rdusega pµnp pEq  µnpEq, E P Σ,
on vo˜rdpidev. Sellise punkti olemasolu ja¨reldub vahetult teoreemist 7.2.
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Esitame Vitali–Hahn–Saksi teoreemile 8.1 veel ka to˜estuse, mis toetub teoreemist
7.2 no˜rgemale teoreemile 7.3
Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (a), to˜estus ja¨reldusena teoreemist 7.3.
Fikseerides vabalt ε ¡ 0, piisab jada pµnq u¨htlaseks λ-pidevuseks lause 6.5 po˜hjal leida
hulk E P Σ ja arv δ ¡ 0 nii, et
pD P Σλ, dλp pD, pEq   δ ùñ |pµnp pDq  pµnp pEq|   ε iga n P N korral.
Soovitud E P Σ ja δ ¡ 0 olemasolu ja¨reldub vahetult teoreemist 7.3.
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